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1 リンデマンの定理
定義 1.1 (超越数)  2 CがQ上代数的ではないのならば、を超越数という。
定理 1.2 (リンデマンの定理) 1;    ; n 2 Cは相異なる代数的数とすると、a1;    ; anが
0でない代数的数ならば、
a1e
1 +   + anen 6= 0
2 リーマンゼータ関数
定義 2.1 (リーマンゼータ関数) s 2 C、Re(s) > 1のとき、
(s) =
1X
n=1
1
ns
= 1 +
1
2s
+
1
3s
+   
と定義する。これをリーマンゼータ関数という。
定理 2.2 pを素数とする。s 2 C、Re(s) > 1のとき、
1X
n=1
1
ns
=
Y
p
(1  p s) 1
定義 2.3 (ベルヌーイ数) n = 0; 1; 2;    に対し、ベルヌーイ数Bnを
nX
i=0
n+1CiBi = n+ 1
で定める。
定理 2.4 (ベルヌーイ数の母関数)
tet
et   1 =
1X
n=0
Bn
tn
n!
が成り立つ。
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定義 2.5 (ベルヌーイ多項式) n = 0; 1; 2;    とする。ベルヌーイ多項式Bn(x)をZ x+1
x
Bn(y)dy = x
n
という関係式で定義する。
定理 2.6 (ベルヌーイ多項式の母関数)
1X
n=0
Bn(x)
tn
n!
=
text
et   1
が成り立つ。
定理 2.7
Bn(x) =
nX
j=0
( 1)jnCjBjxn j
が成り立つ。
定理 2.8 kを正の整数とすると
(2k) =
( 1)k+1(2)2kB2k
2(2k)!
命題 2.9 kが 3以上の奇数のときBk = 0となる。
定義 2.10 (ガンマ関数) s 2 C、Re(s) > 0のとき
 (s) =
Z 1
0
e xxs 1dx
と定義する。これをガンマ関数という。
定義 2.11 (ベータ関数) s; t 2 C、Re(s) > 0かつRe(t) > 0のとき
B(s; t) =
Z 1
0
(1  x)s 1xt 1dx
と定義する。これをベータ関数という。
命題 2.12 s; t 2 C、;  2 R、Re(s) > 0かつRe(t) > 0のとき、
B(s; t) =
 (s) (t)
 (s+ t)
が成り立つ。
命題 2.13 (ガンマ関数の関数等式) s 2 Cのとき、関数等式
 (s+ 1) = s (s)
が成り立つ。
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系 2.14 任意の正の整数 nに対し
 (n) = (n  1)!
である。
命題 2.15 Z 

(   x)s(x  )tdx = (   )s+t+1B(s+ 1; t+ 1)
が成り立つ。
命題 2.16
 

1
2

=
p

となる。
定理 2.17 s 2 Cのとき
(s) =
1
 (s)
Z 1
0
xs 1
ex   1dx
定理 2.18 m = 0; 1; 2;    に対し
( m) = ( 1)mBm+1(0)
m+ 1
が成り立ち、m = 1; 2;    に対し
( m) = ( 1)mBm+1
m+ 1
が成り立つ。
系 2.19 m = 2; 4; 6;    のとき
( m) = 0
となる。
予想 2.20 (リーマン予想) 0 < Re(s) < 1に対して (s) = 0ならば、Re(s) = 12 となる。
3 密度と密度定理
f(n)を正の整数 nに対して定義された数論的関数とする。このとき、正の実数 xにおい
て定義された関数 g(x)によって、
lim
x!1
X
n5x
f(n)
g(x)
= 1
という性質が成り立つのであるのならば、f(n)の密度は g(x)であるといい、上の式のよう
な極限が存在するという主張を密度定理という。のちに扱う素数定理も密度定理の一種で
ある。
3
定義 3.1 正の整数 nの正の約数の個数を d(n)と定義する。
定理 3.2 (約数の個数の密度) をオイラー・マスケローニ定数とし、x!1とすると、X
n5x
d(n) = x log x+ (2   1)x+O(px)
4 ウィーナー・池原の定理
定理 4.1 (ウィーナー・池原の定理) n = 1に対し、an = 0を非負実数とする。その生成関
数であるディリクレ級数
L(s) =
1X
n=1
an
ns
を考え、N > 0を定数、
 = fs 2 CjRe(s) > Ng
 = fs 2 CjRe(s) = Ng
とする。ディリクレ級数L(s)はで広義一様絶対収束するとし、また、L(s)はを含む領
域に有理型接続され、s = N + tp 1(t 2 R)で極になるのは s = N のみで、L(s)は s = N
で 位の極を持ち、s = N においてのローラン展開の 1(s N) の係数は A > 0であるとす
る。実数X が1に近づくとき、X
n5X
an  A
N ()
XN (logX) 1
5 素数定理
定理 5.1 t 2 R n f0gなら、(1 + tp 1) 6= 0
補題 5.2 pを素数とする。s 2 C、Re(s) > 1のとき、
 0(s)
(s)
=  
X
p
1X
k=1
log p
pks
が成り立つ。
定義 5.3 素数 pに対し、
 (x) =
X
pk5x
log p
と定義する。
補題 5.4
lim
x!1
 (x)
x
= 1
定義 5.5 x以下の素数 pの個数を (x)と定義する。
定理 5.6 (素数定理) lim
x!1
(x)
x
log x
= 1
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